Matematiksel Akil
Yuritme ile Ispat
Surecleri

Editor: Prof. Dr. Salin Yoce

Al



w PEGEM

lA\.IAKADEMI
Editor: Prof. Dr. Salin~ Yuce

MATEMATIKSEL AKIL YORUTME iLE iSPAT SURECLERI

ISBN 978-625-6890-05-3
Kitap igeriginin tiim sorumlulugu yazarlarina aittir.

© 2023, PEGEM AKADEMi

Bu kitabin basim, yayim ve satis haklari Pegem Akademi Yay. Egt. Dan. Hizm. Tic. AS’ye aittir. Anilan
kurulusun izni alinmadan kitabin tiimi ya da bolimleri, kapak tasarimi; mekanik, elektronik, fotokopi,
manyetik kayit ya da baska yontemlerle cogaltilamaz, basilamaz ve dagitilamaz. Bu kitap, T.C. Kiltur
ve Turizm Bakanligi bandrolii ile satilmaktadir. Okuyucularimizin bandrolii olmayan kitaplar hakkinda
yayinevimize bilgi vermesini ve bandrolsiiz yayinlari satin almamasini diliyoruz.

Pegem Akademi Yayincilik, 1998 yilindan bugiine uluslararasi diizeyde diizenli faaliyet yiirtiten
uluslararasi akademik bir yaymnevidir. Yayimladigi kitaplar; Yiiksekogretim Kurulunca taninan
yliksekégretim kurumlarinin kataloglarinda yer almaktadir. Diinyadaki en biylk c¢evrimici kamu
erisim katalogu olan WorldCat ve ayrica Tirkiye’de kurulan Turcademy.com tarafindan
yayinlari taranmaktadir, indekslenmektedir. Ayni alanda farkli yazarlara ait 1000’in tizerinde yayini
bulunmaktadir. Pegem Akademi Yayinlari ile ilgili detayl bilgilere http://pegem.net adresinden

ulasilabilmektedir.

|. Baski: Mayis 2023, Ankara

Yayin-Proje: Sehriban Turlidir
Dizgi-Grafik Tasarim: Pegem Akademi
Kapak Tasarimi: Pegem Akademi

Baski: Songag Yayincilik Matbaacilik Reklam San Tic. Ltd. Sti.
istanbul Cad. istanbul Carsisi 48/48 iskitler/Ankara
Tel: (0312) 341 36 67

Yayinci Sertifika No: 51818
Matbaa Sertifika No: 47865

iletisim
Macun Mah. 204. Cad. No: 141/A-33 Yenimahalle/ANKARA
Yayinevi: 0312 430 67 50
Dagitim: 0312 434 54 24
Hazirhk Kurslari: 0312 419 05 60
internet: www.pegem.net
E-ileti: pegem@pegem.net
WhatsApp Hatti: 0538 594 92 40



On S6z

Problem ¢6zme siirecinde matematiksel kavramlari, teknikleri ve yontemleri dolayli ya da dogrudan
kullanmak olarak ifade edilmekte olan matematiksel dusiinme, Ust diizey diisiinme becerilerini
gerektirmektedir. Diinyaca inli Macar matematik¢i ve matematik egitimcisi George Polya’ya gore
matematiksel diisiinmeyi belirlemek i¢in yapilmasi gerekenlerden biri de matematikgilerin teoremleri nasil
ispatladiklarini anlamaya ¢aligsmaktir.

Ispatlar; matematiksel bilginin formiillestirilmesi, sonuglarin sistematiklestirilmesine katkida bulunmakta
ve sadece bir ifadenin dogrulugunu gostermekle kalmamakta, ayn1 zamanda 6grencilerin kavramlar: daha
iyi anlamasina, matematiksel anlayislarinin gelisimine de yardimci olmaktadir. Bu baglamda genel olarak
soyut, ezberlenmesi ve uygulanmas: gereken bir takim formiiller ve islemler yigini, sadece okullarda
Ogretilen bir dersten ibaret oldugu gibi yanlis kanilara sahip olunan matematigin, bu yanlis anlamalardan
kurtarilmasinda 6grencilerin matematikgilerin yaptiklar: ispatlar1 ve ne anlama geldiklerini bilmelerini
énem tasimakta bu noktada dgretmenlere de gorev diismektedir. Ogretmenlerin, dgrencilerine ispatin
degisik tipleriyle karsilasabilecekleri elverisli bir 6grenme ortami saglamalari, matematiksel diisiinmenin
dnemini vurgulamalari gerekmektedir. Ogretmenlerin ispata yonelik anlayislar1 6grencilerin ispat yapma
becerilerini etkilemekte, 6gretmenlerin ispata yonelik anlamalar1 sinirli oldugunda 6grencilerinin ispat
konusunda kavram yanilgilarina sahip olma olasiligini1 da artirmaktadirlar.

Danmismanlhigini yaptigim ve lisans 6grencilerimize, arastirma yapma becerileri kazandirma, akademik
calismalara hazirlamay: amaglayan TUBITAK 2209-A projesinden elde edilen sonuglar1 iceren bu kitap.
MEB Ortadgretim Matematik Ogretim Programinda yer alan tiim 6grenme alanlari, alt 6grenme alanlar1
ve konularda yer alan formiillerin ispatlarini ortadégretim (9-12. sinif) diizey 6grencileri seviyesinde ele
almaktadir.

Cok degerli iki hocam Nihat Eryilmaz (Samsun Ondokuz Mayis Universitesi Egitim Fakiiltesi Matematik
Ogretmenligi Boliimii emekli Ogretim Gorevlisi) ve Siikrii Adigiizel'in (Tokat Gazi Osman Pasa Lisesi
emekli Matematik Ogretmeni) mesleki tecriibeleri ile danismanhgim yiiriittiikleri bu eserin, ortadgretim
ogrencilerine, matematik 6gretmenlerine ve tiim matematik severlere yararli bir kaynak olacagi umut ve
kanaatini tastmaktayim.

En derin saygilarimla.

Prof. Dr. Selirn~ Yice

Yildiz Teknik Universitesi
sayuce@yildiz.edu.tr
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2 Bslim 1. MATEMATIK Y

1.1 SAYILAR

1.1.1 Say1 Kiimeleri

1.1.1.1 Rasyonel Sayilar Kiimesi

Teorem 1.1 Devirli ondalik sayinin, Rasyonel Say1 karsilig:

virgiilii yok sayip sayinin tamami — virgiilii yok sayip devretmeyen kisim
devreden basamak sayisi kadar 9 ve sagina virgiilden sonraki devretmeyen basamak sayisi kadar 0

ile bulunur.

Ispat. y € R ve x bir rakam olmak tizere
y = 0,% devirli ondalik sayisinin Rasyonel Say1 karsilig1 10y = x, X olmak iizere

10y-y=x,%x-0,x veya 9y=x veya y= g
seklinde elde edilir. Bu ifade genellestirilirse;
X e Rve A; ler rakam (1 <7 < n) olmak tizere

X = AlAZ"’Ar'AY+1 ...AkAkJrl An

devirli ondalik sayisinin Rasyonel Say1 karsiligini bulmak igin 6ncelikle devreden say: virgiilden
sonra yalniz birakilirsa yani sayinin her iki yan1 10"7" ile ¢arpilirsa

10" "X = AjAy. . AA  AArg o A Arer o Ay
elde edilir. Ayrica X sayisinin devretmeyen kismi virgiiliin soluna alinirsa yani 105~ ile carpilirsa

105" X = A1 Ay . AyAyy . A Ay . A,
elde edilir. Boylece devirden kurtulmak i¢in elde edilen esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

10" X 10K "X = (A1 Ay Ay Ap. . Ay) — (A Ay . A, Ay)
veya

(10" 105X = (A Ay... Ao Ap Ay) = (A1As . A, AR (1.1)
elde edilir. Béylece X sayisinin Rasyonel Say1 karsilig:
(A14r...Ay) = (A145... Ay)

10m-7 —10k-7

seklinde elde edilir. (1.2) esitliginin payda kismi1 diizenlenirse

X =

(12)

10""=100...0 ve 10"=100...0
~— S~——
(n—r)adet (k—r)adet

olmak tzere
10" =107 =999...9000...0
AN
(n—k)adet (k-r)adet
bulunur. Boylece (1.1) esitligi

virgiilii yok sayip sayinin tamami — virgiilii yok sayip devretmeyen kisum

devreden basamak sayisi kadar 9 ve sagina virgiilden sonraki devretmeyen basamak sayisi kadar 0

seklinde yazilabilir. O
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Teorem 1.2 Devirli ondalik sayinin, Rasyonel Say1 karsilig:

(devreden basamak sayist kadar 9) - (virgiilii yok sayip devretmeyen kisim) + devreden kisum

devreden basamak sayist kadar 9 ve sagina virgiilden sonraki devretmeyen basamak sayisi kadar 0

ile bulunur.

Ispat. y € R ve x; ler rakam (1 < i < 5) olmak iizere y = x;x;,x3%2%5 devirli ondalik sayisinin

Rasyonel Say1 karsilig::

1000y = x1xpx3x4X5,X4X5 ve 10y =Xx;X,x3,X4X5 igin
1000y — 10y = 990y = x] XpX3X4X5 — X1 X2X3
yazilabilir. Buradan
990y = x1x3x300 + x4x5 — X1 Xpx3 veya 990y = (100 —1)x;x5x3 + X4X5

olmak tzere
99x1XyX3 + X4X5

990y = 99x1xpx3 + X4X5 veya y= 990

bulunur.
Bu ifadeyi genellestirelim: X € IR ve A; ler rakam (1 <i < n) olmak tizere
X= A1A2 .. .A,,Ar+1 .. .AkAk+1 .. .An
devirli ondalik say1s1 i¢in (1.1) esitligini
(10" =105 "X = (A1Ay... Ay Ap. . Ay) = (A1Ay. . A, Ay)
tekrar ele alalim. Burada farkl bir diizenleme yapilirsa
(10" —10F")X = (A1 Ay... Ay . Ag00...0 )+ (Agsy ... Ay) — (A1 Ag.. Ay Ag)
—_
(n—k)adet
= 10" M (A1 Ay A AR+ (Aggr - Ay) = (A1 Ay A, L Ay)
= (10" 1)(A1 A A A + (A - Ay)
=99...9 (AlAzA,Ak) + (Ak+1 An)
e
(n—k)adet
elde edilir.Boylece X sayisinin Rasyonel Say1 karsilig1

(99...9 (A1As... Ay A + (Agyr ... Ap)
2

(n—k)adet

X= 101 —10k-r

seklinde elde edilir. (1.3) esitliginin payda kismi1 diizenlenirse
10"~ 105" =999...9000...0
NN
(n—k)adet (k—r)adet

bulunur. Boylece (1.3) esitligi

(1.3)

(devreden basamak sayist kadar 9) - (virgiilii yok sayip devretmeyen kisim) + devreden kisim

devreden basamak sayisi kadar 9 ve sagina virgiilden sonraki devretmeyen basamak sayisi kadar 0

seklinde ifade edilebilir.

|
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1.1.1.2 irrasyonel Sayilar Kiimesi

[ Teorem 1.3 V2 sayisi bir rasyonel say1 degildir, irrasyonel sayidir. ]

Ispat. Q= {“/b
a,b € Z olmak iizere, eger V2 say1s1 afy seklinde yazilabilir ise V2 say1s1 bir rasyonel sayidir, aksi
taktirde V2 sayis1 bir rasyonel say1 degildir. Bu, olmayana ergi yontemiyle ispatlanabilir.! V2
sayisinin bir rasyonel say1 oldugu varsayalim. Bu durumda ebob(a,b) = 1 olmak iizere 4/b = V2
olacak sekilde a,b € Z ve b # 0 sayilar1 vardir. %/b = V2 esitliginde her iki tarafin karesi alinir ise

(a/b)Z = (\/5)2 veya a’/p? =2 ve

abeZ b=+ O] rasyonel sayilar kiimesi olmak iizere V2 ¢ Q oldugunu gésterecegiz:

a? =2b? (1.4)

elde edilir. (1.4) esitliginin sag tarafindaki 2b® sayist bir cift say1 oldugundan esitligin sol
tarafindaki a? sayis1 da cift sayidir Yani a sayis1 bir ¢ift sayidir. O zaman a = 2¢ olacak sekilde
dc € Z sayis1 vardir. (1.4) esitliginde a yerine 2¢ yazilir ise (2¢)? = 2b veya 4c? = 2b? olmak fizere

2c2 = b? (1.5)
elde edilir. (1.5) esitliginin sol tarafindaki 2¢c? sayisinin bir ¢ift say1 oldugu agiktir. Bu durumda
esitligin sag tarafindaki b? sayis1 da cift sayidir Yani b sayisi bir ¢ift sayidir. ebob(a,b) = 1

oldugundan bu bir celiskidir. O halde 4/ = V2 olacak sekilde a ve b tamsayilar1 bulunmaz. Yani
V2 sayist bir Rasyonel Say1 olmayip bir irrasyonel Sayidir. O

1.1.1.3 Taban Aritmetigi

Teorem 1.4 A, ler rakam (—m <i < n) olmak lizere a € Z* tabanindaki
X=(A,...A1Ap,A1A_;,... A_,), ondalik sayisinin onluk tabandaki esiti

X=a"A_,++a A +a A +a%Ag+a' A+ +a"A,

seklindedir.

Teorem 1.5 (Bélme Algoritmasi) a,b € Z ve b > 0 olmak tizere, a=qb+rve 0 <r<b
olacak sekilde tek tiirlii belirlenen g, r € Z vardir. Buradaki g tamsayisi bolim, r tamsayisi
kalan ve aile b verildiginde g ve r sayilarini1 bulmaya da kalanli bolme denir. Bu bolme islemi
algoritma Uzerinde asagidaki gibi de ifade elde edilir:

olmak iizere a = qb + r bagintis1 gecerlidir.

\ J

IOlmayana ergi yontemi kisaca bir hipotezin yanlis oldugu varsayiminda bulunarak bunun sonucunda ortaya
¢ikacak ¢eliskiler 15181nda hipotezin dogru oldugunu géstermek i¢in kullanilan bir ispat yontemidir.
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Ispat. S ={a—xb:x € Z a—xb >0} kiimesi icin S # @ oldugu gosterilmelidir. b > 1 oldugundan
lalb > ab ve x = —|a| i¢in a —xb = a—(—|a])b = a+ |a|b > 0 yazilabilir. Boylece ax —b € S # @ bulunur.
Iyi siralilik prensibi geregince S de bir en kiigiik eleman vardir. 2 Bu en kiigiik eleman r olsun. S
nin tanimindan r = a — gb > 0 olacak sekilde b sayis1 mevcuttur. Buradan a = gqb + r olacak sekilde
q ve r sayilarinin var oldugu goruliir.

Simdi r < b oldugunu gosterelim. Eger r > b kabul edilirise 0 <r-b=(a-qb)-b=a-(q+1)b
yazilabilir. Bu ise r —b = a — (q + 1)b anlamina gelir. Buradan r — b < r bulunur. Bu ise 7 nin b den
kiigiik olmast ile gelisir. O halde r < b olmaldir.

Simdi g ve r nin tekligini gostermek i¢in a = qb+r=¢q'b+1’,0<r <bve 0 <r’ < b oldugu kabul
edilsin. O halde r—1’" = (q’—q)b ve boylece |r—1'| = |(q’—q)b| = |9’ —q|b yazilabilir. Ayrica —-b < -r" <0
oldugundan —b < r—r’ < b yazilir. Yani |r — +’| < b elde edilir. Devam edilirse |[r — 1’| = |q"—q|b < b ve
b > 0 yazilabilir. Buradan 0 <|q’ —g| < 1 ve |g" — g| = 0 bulunur. Béylece g’ = g ve 1’ = r elde edilir.

Sonug olarak, a,b € Z ve b # 0 olmak tizere a = gb+r, 0 < r < b olacak sekilde tek tuirlii belirlenen
q,r € Z vardur.

O

Teorem 1.6 Onluk tabandaki bir say1 herhangi bir tabana gevrilirken say1 o tabana
bolinir. Eger bolum tabandan biiyiik ise bu isleme tabandan kiigiik olana kadar devam
edilir. Sonra sirasi ile en son boliimden itibaren sondan basa dogru kalan rakamlar yazilir.
Yani k€ Z*,0<i<n,0<j<m,0<X;<k (X, #0),A; ler rakam ve X; € IN olmak lizere
onluk tabandaki A,,... A A say1s1 k tabaninda

(A ALAQ) 1o = X - K™+ Xy K™ X kY 4 X KO = (X X1 Xo)g

bi¢iminde yazilabilir.

Ispat. 0 <i <nve A; ler rakam olmak iizere onluk tabandaki A,,... A} Ag sayisinin k € Z* tabaninda
yazilmast igin k nin kuvvetleri cinsinden ifade edilmesi gerekir. Oyle ise By, B, ..., B,_1, X, € Z7,
X0, X1,..» X1 < k olmak lizere asagidaki islemler uygulanmalidir:

A,...A1A) k
B -, A,...A1Ag = B; - k+ X olsun. Buradan
Xo
B, . By = B; - k+ X yazilabilir. O halde
_ An...AlAOZ(Bz'k+X1)'k+X0
X1 =B, K>+ X; -k+X,

elde edilir. Buradan

2lyi swralilik prensibi, dogal sayilar kiimesinin bos kiimeden farkli herhangi bir alt kiimesinin bir en kiigiik
elemaninin var oldugunu séyler.





